Formulas Integrais de Cauchy

Teorema (Férmula Integral de Cauchy): Seja f: Dy C C — C uma
funcdo holomorfa na regido D, e seja v um caminho fechado homotdpico a

um ponto em Dy. Se zy € Dy é um ponto que ndo pertence a curva
percorrida por v tem-se

f(z0) - I(7, z0) = ! / /z) dz.
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Em particular, se v percorre uma curva de Jordan uma vez no sentido
positivo e z; esta no lado de dentro da curva, tem-se

f(z0) = NI

21 J, 2 — 2

dz.
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Teorema (Férmulas Integrais de Cauchy para Derivadas): Seja

J Dy C C— C uma fungao holomorfa na regido Dy, entdo f é
infinitamente diferencidvel em D;. Seja v um caminho fechado
homotdpico a um ponto em Dy e zy € Dy um ponto que ndo pertence a
curva percorrida por 7, tem-se
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Em particular, se v percorre uma curva de Jordan uma vez no sentido
positivo e z; esta no lado de dentro da curva, tem-se
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Coroldrio: Seja f: Dy C C — C uma fungao definida na regido Dy. Se f
tem primitiva em D entdo f é holomorfa em Dy.

Teorema (Morera): Seja f: Dy C C — C continua no dominio D;. Se,
para qualquer caminho fechado v em Dy, se tem

entdo f é holomorfa em Dy.




Teorema (Liouville): Seja f : C — C inteira e limitada, ou seja, tal que
existe um M > 0 para o qual |f(z)| < M para todo o z € C. Entdo f ¢é
constante.

Teorema Fundamental da Algebra: Seja

1

Pn(z) = ap2" + ap—12" " 4 -+ a1z + ay,

com ay, Gp_1,...,a1,a9 € C, a, # 0, um polindmio de grau n. Entao
existe zy € C tal que P,(z)) = 0.




Definicio: Seja 2 C R" aberto, e [ : Q — R, C de classe C*(€2). Ent3o,
diz-se que f é harmadnica se

oy, o
- 0x? O3 o0x?

Af — 0.

Teorema: Seja f: Dy C C — C, dada por f(z) = u(z,y) +iv(x,y) uma
funcdo holomorfa na regido Dy. Entdo u e v sdo fungdes reais harménicas
em Dy, ou seja, f é harmodnica:

Af =Au+1Av =0,

para todo o z = x + 1y € Dy.

Definicdo: Seja ) C R? aberto, e u : 2 — R uma funcdo harmédnica.
Ent3o, diz-se que v : {2 — R é conjugado harmoénico de u em () se
f =u+ v é holomorfa em (2 C C.

Teorema: Seja €2 C R? uma regido simplesmente conexa. Ent3o, se

u : ) — R? é harmdnica em (), existe conjugado harménico nesse
conjunto, que é inico a menos duma constante real aditiva. Em particular,
toda a funcdo harmoénica é infinitamente diferencidvel.




Séries

Seja {7} uma sucessdo complexa. Quer-se somar os infinitos termos da
SUCessao
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Definigdo: Dada uma sucessdo complexa {z;} chama-se sucessao das
somas parciais a sucessao

n
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Diz-se que a série ijl Zj converge se converge a sucessao das somas
parciais. Nesse caso chama-se soma da série ao limites da sucessido das
somas parciais,
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Proposicdo: Uma série da forma
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diz-se uma série geométrica de razao r € C. Diverge se |r| > 1 e
converge para |r| < 1 com soma

irj :Tjolir'
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Proposicdo: Se uma série > 77, 2; converge entdo, necessariamente, o
termo geral € um infinitésimo, ou seja lim;_,, 2; = 0. Equivalentemente,
se z; #» 0 entdo a correspondente série diverge.

.~ 00 00 ~ / = ~
Proposicdo: Se » .=, zj e =, w; sdo séries convergentes, entdo

também o s3o as séries

® > i(zj+wj)easomaé Tz + > 7wy
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Proposicao: Uma série ijl zj converge se e sO se a sucessao das somas

parciais € uma sucessao de Cauchy

n
V<0 ElNGN:n,m>N:>|Sn— m|: Z Zj < 0.
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Corolario: A convergéncia duma série ijl zj ndo se altera por
modificagdes num nimero finito de termos (mas, no caso de convergir, o
valor da soma pode alterar-se).

7 = . Va xXO ] ~ xXO ]
Coroldrio: Se a série > .=, |2;| converge, entdo ) .=, z; converge.

Definicao:

7 ot o0 . o0
 Se asérie ) .~ |zj| converge diz-se que ) .~ 2; converge
absolutamente ou que é absolutamente convergente.

s = 0 . X0 .
e Se asérie ) ._, |z;| diverge mas ) .=, 2; converge, diz-se que
converge simplesmente ou que é simplesmente convergente.




Séries de Termos Positivos

Revisao dos Principais Critérios de Convergéncia:

o (Critério Geral de Comparag3o) Se 0 < a,, < b, e a série >_ b,
~ o0 . o0

converge entdo )~ a, converge. Equivalentemente, se >~ a,
diverge entdo > b, diverge.

an __ ~ /- 00 o0
Selim % = L, com 0 < L < 00, ent&o as séries ) “a, e ), by
tém a mesma natureza, ou seja, ou sdo ambas convergentes, ou
ambas divergentes.

A série > ° - converge se > 1 e diverge se o < 1.

(Critério da Ral'z/Critério de Cauchy) Se {/a, <r < 1 entdo a série
> a, converge. E se /a, > 1 a série diverge. Analogamente se
existir o limite lim,, /a,, e este for < 1 ou > 1. O critério de Cauchy
é inconclusivo se lim,, /a,, = 1.

(Critério da Razdo/Critério de D'Alembert) Se =L < 1 < 1 entdo a

Tl > 1 a série diverge. Analogamente

série > a,, converge. E se
se existir o limite lim,, L e este for < 1 ou > 1. O critério de

D'Alembert é mconcluswo se lim,, &L = 1.
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